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Resumo

Neste artigo, apresenta-se uma discussao qualitativa sobre a definicdo de conceito de
numero real de 23 estudantes brasileiros de uma terceira série do Ensino Médio, com
foco especial na influéncia do sentido usual da palavra real na definicdo de conceito
desse grupo. Essa discussdo € um recorte de uma pesquisa que visa verificar se o
entendimento de propriedades dos nameros reais contribui para a ndo discretizagdo de
intervalos reais. Tem-se como fundamentacgéo tedrica as ideias de imagem de conceito,
de definicdo de conceito e a teoria dos Trés Mundos da Matematica. A andlise das
definicdes de conceito de namero real evidencia que o conceito de ndmero real ndo é
claro para mais da metade dos estudantes pesquisados e que, dentre esses, as
respostas de quatro deles nos dao indicios de que utilizam o sentido |éxico da palavra
“real” para definir nGmero real.

Palavras-chave: Numero real. Definicdo de conceito. Obstaculos linguisticos.

Linha Temética: Educacao Matematica

1 Introducao
No Brasil, o conjunto dos nimeros reais comecga a ser trabalhado no final
do Ensino Fundamental e suas no¢Bes sdo ampliadas no Ensino Médio. Com

isso, esperavamos que estudantes concluintes do Ensino Médio tivessem uma
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clara definicdo de conceito de numero real e uma imagem de conceito rica, no
gue se refere aos numeros racionais e irracionais que compdem esse conjunto.
Contudo, verificamos que, para mais da metade dos estudantes pesquisados, a
definicdo de conceito de niumero real ndo esté clara.

A nocdo de numero real esta presente em grande parte dos contetdos de
Matematica. Apesar de ser um assunto essencial para a compreensao de outros
tépicos da Matemética, um numero consideravel de trabalhos, dentre eles os de
Robinet (1986); Fischbein, Jehiam e Cohen (1995); Soares, Ferreira e Moreira
(1999) e Silva (2011), apontam dificuldades que estudantes de todos o0s niveis,
futuros professores e professores ainda detém sobre o conjunto numérico em
qguestao, apresentando, também, equivocos que cometem quando se trata de sua
definicdo, de sua representacdo e de noc¢bes subjacentes. Preocupados com a
aprendizagem desse tema, elaboramos um questionario com algumas questdes
no qual figura a pergunta “O que sdo 0s numeros reais? Expresse uma
definicdo” e ainda solicitamos que indicassem alguns numeros que
exemplificassem a definicdo dada com o objetivo de tracar os modelos que 23
alunos brasileiros concluintes do Ensino Médio detém sobre a definicdo de
conceito de namero real.

Um questionario contendo diversas perguntas sobre numeros reais e
nocdes subjacentes foi respondido por esses estudantes, nomeados de A a W,
que tinham na época idade entre 16 e 18 anos, terminaram em 2015 o Ensino
Médio em uma Instituicdo Federal de Ensino e se preparavam para ingressar no
Ensino Superior em 2016.

Na analise das respostas obtidas nos protocolos, procuramos levantar ja-
encontrados que pudessem ter influenciado de alguma maneira a resposta dada

pelo estudante e, dentre eles, consideramos o sentido usual da palavra real.
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2 Obstaculos linguisticos

Algumas palavras que usualmente séo utilizadas com determinado sentido
podem influenciar na concepcao de determinado conceito em Matemética. Silva,
Silva e Lucena (2010), a partir de uma discussdo a respeito de obstaculos
epistemoldgicos e obstaculos didaticos, discutem algumas dificuldades presentes
no aprendizado de Matematica causadas por mal-entendidos de linguagem, que
denominam obstéculos linguisticos. Nesse sentido, na linguagem usual, a palavra
real estd associada a algo que existe. Assim, na imagem de conceito de um
individuo pode estar presente a ideia de que numeros reais sdo aqueles que
existem, relegando aos numeros complexos ou mesmo aos numeros irracionais a

irrealidade ou a nao existéncia.

3 Consideracoes tedricas

Segundo Tall e Vinner (1981), podemos dizer que a imagem de conceito se
refere a estrutura cognitiva individual total associada a determinado conceito, que
pode ter aspectos incluidos, excluidos ou modificados, conforme o individuo
amadurece. Nao é uma estrutura estatica, pode ser enriquecida a medida que o
individuo encontra novos estimulos, no decorrer da vida.

A imagem de conceito pode ser composta por atributos de diferentes
naturezas e ter representacdes verbais e ndo verbais de todos os tipos, que cada
um associa a um determinado conceito. A imagem de conceito de nimeros reais
de um individuo pode incluir elementos tais como: uma definicdo, seja ela
coerente com a definicAo aceita pela comunidade matematica ou nao (por
exemplo, é qualquer numero racional ou irracional;, nUmeros reais sao inteiros e
positivos; é qualquer nimero exato); formas de representacdo (a reta numérica,
exemplos de numeros racionais ou irracionais, representacao decimal); utilizacao
em outros contetudos (dominio de uma funcao real); ligagcdo com o sentido usual

da palavra real (nUmeros reais sdo aqueles que existem), dentre outros. Assim,
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todos esses atributos podem, ou ndo, estar na imagem de conceito de um
individuo e se associar ao conceito de numero real.

A Definicdo de Conceito estd relacionada ao conjunto de palavras
utilizadas pelo individuo para definir determinado conceito, sendo também
individual e, como a imagem de conceito, pode mudar ao longo do tempo. Pode
ser uma simples memorizacdo, pode expressar a compreensao matematica do
conceito em questdo ou pode ser uma reconstrucao pessoal da definicdo formal.
Como exemplo, ao ser solicitado para definir nimero real, o individuo pode
expressar que € “‘um numero inteiro e positivo”, outro pode dizer que é “todo
numero”, um terceiro pode indicar que € “a unido dos racionais com os irracionais”

c
ou indicar simbolicamente “R=Qu @ , outro pode colocar que é “qualquer

namero que pode ser representado na forma decimal’ ou, ainda, “que em mddulo
pode expressar qualquer medida”, manifestagbes essas que podem ser
consistentes com a definigdo formal.

A teoria dos Trés Mundos da Matematica considera que o pensamento
matematico habita trés mundos distintos e inter-relacionados: o Mundo Conceitual
Corporificado, o Mundo Operacional Simbélico e o0 Mundo Formal Axiomatico, que
ndo sao hierarquicos e nem necessariamente obrigatorios, e que cada individuo
traca seu proprio caminho entre eles. A teoria destaca que, em determinado
estagio do desenvolvimento cognitivo, o individuo pode interagir dois mundos ou
até mesmo apresentar, simultaneamente, caracteristicas dos Trés Mundos da
Matematica.

O Mundo Conceitual Corporificado, denominado simplesmente de Mundo
Corporificado, € o mundo das observacdes, acoes e reflexdes sobre os objetos.
Séao caracteristicas desse mundo as visualizagdes, manipulagcdes, percepcoes,
observacdes, descricbes e experiéncias sobre os objetos, agindo e refletindo
sobre eles, seja fisica ou mentalmente. Ao pensar nos numeros reais, podemos

corporifica-los na forma do desenho de uma reta.
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O Mundo Simbdlico é o mundo dos simbolos matematicos, que
representam as percepcoes e acdes que estdo presentes no mundo corporificado.

Nesse mundo, podemos pensar nos nimeros reais escrevendo x € [R.

O Mundo Formal € o mundo das definicbes, axiomas e teoremas para
explicar os conceitos matematicos, a partir dos quais podem-se fazer
demonstracdes, provas e formar as estruturas matematicas. Esse mundo, em sua
totalidade, so é trabalhado no Ensino Superior, mas o aluno da Educacédo Bésica
se depara com caracteristicas desse mundo quando, por exemplo, trabalha com
propriedades dos numeros e dos conjuntos numéricos. NO nosso caso, a
definicdo dos conjuntos numéricos e no¢cdes subjacentes aos numeros reais como
a questdo da densidade, ordem, completude e infinito trazem ideias com
caracteristicas desse mundo, pois trabalham propriedades que séo explicadas
apenas com a Matematica formal.

O entendimento de certa situacdo matematica varia de individuo para
individuo porque é baseado em experiéncias anteriores, seja da vida escolar ou
do cotidiano, experiéncias essas que ajudaram a desenvolver a prépria imagem
de conceito, que pode ter caracteristicas de qualquer um dos mundos ou mesmo
de mais de um deles. As experiéncias anteriores sao de fundamental importancia,
pois afetam a aprendizagem de um conceito matematico. Quando um individuo se
depara com uma situagcédo que lhe parece familiar, pode utilizar um procedimento
ou conceito que jA conhece e essa experiéncia prévia pode ser solidaria ou
problematica para a aprendizagem do novo conceito. Dessa forma, um ja-
encontrado “é toda e qualquer experiéncia anterior a um certo aprendizado,
considerada como construto mental, presente na imagem de conceito do aluno,
que possa interferir no aprendizado em questdo, seja de forma positiva ou
negativa” (LIMA, 2007, p.88).

Entendemos que alguns ja-encontrados podem ser dificultadores para a

compreensao dos numeros reais, dentre esses destacamos o0 sentido usual da
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palavra real, uma vez que um individuo pode reconhecer numero real como
aguele que existe, relegando aos irracionais ou complexos a ndo existéncia ou
irrealidade. Da mesma forma, o sentido usual da palavra continuo ou continuidade
podera levar o individuo a imaginar que o conjunto dos nimeros naturais, inteiros,

racionais e irracionais sejam continuos porgue continuam indefinidamente.

A compreensao de caracteristicas da reta, como ser ilimitada e formada por
infinitos pontos adimensionais, pode ser um ja-encontrado que atue de forma
colaboradora quando se quer a compreensdo da correspondéncia que existe

entre 0s numeros reais e 0s pontos da reta.

4 As definicées de conceito de nimero real expressas pelos

23 estudantes pesquisados
Ao analisar as respostas obtidas nos protocolos, as agrupamos em trés
categorias: 1) numeros reais vistos como conjuntos numeéricos especificos; 2)

numeros reais considerados como “todo numero”; e 3) definicbes pertinentes.
1) NUmeros reais vistos como conjuntos numeéricos especificos

Nesta categoria, enquadramos as respostas que trazem, na definicdo de
conceito, a expressao de que 0s numeros reais estdo relacionados a algum
conjunto numérico ou tipo de numero especifico. S8o respostas expressas na
lingua materna, destituidas de caracteristicas formais, ou seja, ndo trazem ideias
gue possam definir nimeros reais como esses sdo ensinados no Ensino Médio.
Consideramos que essas respostas trazem caracteristicas do mundo
corporificado, pois entendemos que o0 sujeito traz, em sua definicao,
corporificagdes adquiridas por meio de manipulagbes mentais, talvez oriundas do
trato com contagens e medicdes. G, T e L trazem em suas respostas
caracteristicas do mundo corporificado simbdlico, pois indicam simbolos
matematicos que representam numeros ou conjuntos numericos. Consideramos

gue nesse grupo nenhuma resposta traz caracteristicas do mundo formal.
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No que segue, indicamos as respostas que enquadramos nesta categoria.

G — “Qualquer nimero inteiro positivo. X”
H — “S&o todos os ndmeros naturais, conhecidos até hoje.”

T — “O conjunto dos nimeros reais é expresso pela letra Re representa

0S numeros positivos inteiros”.

W — “Nimeros reais sdo todos o0s numeros positivos dentro da
matemadtica e inteiros”.

A — “nameros reais sao quaisquer numero exato”

| — “E qualquer ndmero que possui um limite que ndo é uma dizima
periédica infinita”.

J — “S80 nimeros do conjunto real esse conjunto contém nimeros pares
e impares, positivos e negativos”.

R — “E um conjunto de nimeros, que podem ser inteiros ou ndo, mas que
devem ser positivos”.

M — “Sao nimeros que estdo dentro do conjunto real. O conjunto real é
aquele que comp8em numeros pares e impares, positivos e negativos,
inteiros e fracionados, etc, ndo empregando os nimeros que nao tem
solugdo. (ndo empregando os ndmeros irracionais)”.

D — “Os nimeros reais sdo aqueles que existem e sao possiveis”.

V — “Sao todos os nimeros que aprendemos no ensino fundamental”.

L — “S&o nimeros que satisfazem a seguinte condicdo: x € R
K — “Nameros reais sdo todos aqueles numeros existentes”.

Considerando que 0s numeros naturais sdo inteiros positivos, esse € 0
equivoco mais frequente (1/3 dos estudantes inclusos nessa categoria deu essa
resposta). Fischbein, Jehian e Cohen (1995), em sua pesquisa com alunos do
Ensino Basico em Tel Aviv, também chegaram a essa conclusdo: 40% dos alunos
do nivel 9 e 22% do nivel 10 consideram 0s numeros reais como sendo inteiros e
positivos.

Fischbein, Jehian e Cohen (1995) colocam que “o protétipo de um numero
€ 0 numero inteiro” (p. 36) e consideramos que essa ideia funcionou como um ja-
encontrado, adquirido no trato com numeros inteiros, que atua de maneira
dificultadora quando se trabalha com numeros reais, o que € evidenciado nas
respostas de quatro dos sujeitos dessa categoria (G, H, W, T). Os mesmos
autores colocam que um numero negativo € intuitivamente inaceitavel, o que é
manifestado claramente por um ter¢co dos alunos desse grupo (G, T, R, W) ao

afirmarem que o0s numeros reais sO podem ser positivos, o que também
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consideramos como um ja-encontrado que influenciou de maneira dificultadora
para a compreensao do conceito.

Palavras encontradas nas respostas, como inteiro, positivo, niumero que
possui limite, decimais, fracionados e a exclusdo dos irracionais, nos levam a
acreditar que a palavra “real”’, na imagem de conceito de alguns desses
estudantes, seja algo que possa estar relacionado a algo contavel ou mensuravel
e o que foge disso ndo seria um numero real, ideias essas que trazem
caracteristicas do mundo corporificado.

Fischbein, Jehian e Cohen (1995) nos relatam que a contradi¢cao a ideia de
mensurar, ou seja, humeros que podem ser traduzidos pelos racionais, sao
facilmente confundidos com irracionalidade. Em nossa pesquisa, as respostas dos
alunos A e | parecem evidenciar o fato da medida para excluir os irracionais, ou
seja, considera como numero real apenas os decimais finitos, o que expressa um
ja-encontrado dificultador para a compreensdo dos numeros reais. L e M
consideram os irracionais distintos dos reais e D relega aos irracionais a nao
existéncia, casos discutidos a seguir.

Baseamos-nos nas respostas obtidas em outra pergunta do questionario
que indagava a respeito da relacdo existente entre cada um dos conjuntos
numéricos I, Z, @ Q° ¢ R e os pontos da reta para corroborar nossas
conjecturas.

O estudante L ndo vé uma correspondéncia biunivoca entre os numeros
reais e os pontos da reta, respondendo que “pode existir nUmeros que nao sao
reais e que sao irracionais”. ldeia semelhante € expressa por M. Apesar desses
dois estudantes perceberem a representacdo dos numeros irracionais na reta
numeérica, os consideram distintos dos reais, sendo nossa hipotese de que o
termo “real” teve influéncia nas respostas.

O estudante K, nédo incluido na segunda categoria pelas respostas dadas a
seguir, responde que ha uma correspondéncia entre todos 0s conjuntos

numericos e 0s pontos da reta, exceto 0s irracionais, considerando-0s outro tipo
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de numero. As respostas de K nos fornecem indicios de que reais sdo numeros
gue podem ser representados na reta numérica e os irracionais, ndo, ideias essas
gue na nossa visao podem ter sido influenciadas pelo termo real.

Destacamos respostas expressas por D e que nos permitiram inferir que o
sentido usual da palavra real € um ja-encontrado que influencia sua definicdo de

conceito de nimero real.

E verdade que cada ponto da reta numérica corresponde a um namero

irracional? Justifique.

“Nao, pois os numeros irracionais ndo podem ser representados em uma
reta, ja que eles nao existem”.

E verdade que cada ponto da reta numérica corresponde a um nimero real?

Justifique.

“Sim, se um numero pode ser representado em uma reta numérica,
automaticamente ele € um numero real”.

O estudante D define numeros reais como “os numeros que existem e sao
possiveis” e, baseados nas duas respostas dadas acima, entendemos que para
ele 0s nimeros reais Sa0 0S que existem e 0s irracionais 0s que nao existem, nos
fornecendo fortes indicios de que o uso coloquial da palavra real influenciou sua
definicdo de conceito de numero real, sendo esse termo imaginado no sentido

usual um ja-encontrado dificultador para a compreensao dos niumeros reais.
2) Numeros reais considerados como “todo numero”

Nesta categoria, incluimos definicbes que consideram numero real como
qualquer namero, todo numero, incluindo os racionais e irracionais e que nao
consideram a existéncia de outros tipos de numeros, como os complexos. Um

anico estudante foi incluido nessa categoria, definindo niamero real como:

“NUmeros reais é aquele grupo de numero que abrange todos os outros
grupos, ou seja, qualquer numero é ‘real”.

3) Defini¢cdes pertinentes
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Nesta categoria, estdo as respostas que trouxeram, de alguma forma, a
definicio de numero real como é colocada no Ensino Médio. Por isso,

entendemos que trazem caracteristicas do mundo formal.

N — “Sdo numeros que podem ser expressos por meio de fracbes (Séo

todos os numeros compreendidos dentre os conjuntos: M, 1. , ing

U — “Numeros reais sdo aqueles que estdo presentes no conjunto dos
numeros inteiros, decimais, negativos”.

F — “Conjunto unido dos numeros inteiros, naturais, racionais e
irracionais”.

P — “O conjunto dos ndameros reais € aquele que engloba o conjuntos
dos racionais e irracionais, ou seja, sdo todos os numeros que ja
estudamos até agora”.

B — “E o conjunto numérico que engloba os nimeros naturais, inteiros,
racionais e irracionais, ou seja, sdo todos nimeros conhecidos com
excessdo dos niumeros complexos”™.

C — “Numeros reais € o conjunto de todos nimeros existentes, exceto os
nameros complexos”.

E — “NUmeros reais sdo aqueles utilizados em todos os célculos da
matematica basica, com excecdo dos nimeros que tenham relacdo com
raiz quadrada de um namero negativo (que ai j& seria os denominados
complexos)”.

Q — “Numeros reais é 0 conjunto de numeros que envolve todos os
outros conjuntos com excessdo dos nimeros complexos”™.

S — “NUmeros reais sdo numeros compreendidos entre 0 (zero) e o
infinito e que sdo positivos ou negativos”.

Apesar de ndo perceber que numeros naturais e inteiros sdo racionais,

consideramos nesse grupo as respostas dos alunos N e F, pois trazem nas

respostas de outras questdes ideias consistentes sobre nimeros reais.

Os alunos B, C, E e Q tém, em sua imagem de conceito, a ideia de que
qualquer numero conhecido é real, frisando a excecdo dos complexos. Esse fato
nos deixou intrigado, fomos buscar uma explicacdo e descobrimos que todos
fazem o curso técnico em eletrbnica ou eletrotécnica, no qual os numeros
complexos sao vistos no primeiro ano, no estudo de correntes elétricas. Para
esses alunos, a ideia de numeros complexos se tornou um ja-encontrado atuando
de forma colaboradora para a compreensdao de numeros reais, visto que, na

maioria de outras respostas do questionario tém concep¢des mais coerentes e
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consistentes, em relacdo aos outros alunos, em especial aos pertencentes a

primeira categoria.

5 Algumas conclusoes

Na primeira categoria estdo inclusos 13 estudantes (mais da metade do
total de alunos) e para esse grupo a definicdo de conceito de numero real se
mostra de maneira equivocada e confusa. Isso € corroborado ao defini-los como
nameros positivos, exatos, inteiros, decimais, pares e impares e que nao sejam
irracionais e, em alguns casos, dando exemplos que ndo condizem com a
definicdo dada. Alguns mantém sua concepcdo de numero real ao longo do
questionario e outros as vezes trazem respostas conflitantes e muitas vezes
incoerentes com a definicdo dada. Isso nos leva a admitir que a definicdo de
conceito de numero real ndo estd clara para a maioria dos estudantes dessa
turma, indicando o quéo confusa é a ideia de numero real em suas mentes.

Podemos observar na definicdo de conceito de numero real ja-encontrados
que talvez possam influenciar de maneira dificultadora para a compreensdo de
nameros reais, como a ideia de que numeros sao numeros inteiros, numero
negativo ndo representa um numero real, nUmeros com expansao decimal infinita
nao sdo reais, ndo aceitacao dos irracionais como reais e a influéncia do sentido
|éxico da palavra real. Nossa hipotese € de que o sentido usual da palavra “real” é
um ja-encontrado que influencia a definicdo de conceito de niumero real. Contudo,
devem ser realizados estudos nesse sentido para confirmar ou refutar nossas
conjecturas.

Uma interpretacdo para a origem do equivoco cometido pelo aluno do
segundo grupo é que seja provocado por nds, como docentes (0 que talvez
pudesse ser pesquisado como “obstaculo didatico”), uma vez que ao trabalhar

com o tema, muitas vezes colocamos que numero real é qualquer nimero, sem
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frisar que, nesse conjunto, ndo estdo ndmeros do tipo Vx, com x < 0, n = 2k (k €

M), que pertencem ao conjunto dos nimeros complexos.
Em geral, os estudantes pertencentes as duas Ultimas categorias procuram
exemplificar ndmeros reais com uma variedade de tipos de numeros como

dizimas periddicas, raizes irracionais e até o nimero =, 0 que ndo acontece com

alunos da primeira categoria. Isso nos leva a inferir que alunos que compreendem
a definicdo de numero real ttm em seu repertério de imagens uma gama variada
de numeros associados a esse conceito.

A importancia do tema e o0s resultados encontrados nesta pesquisa
apontam para a necessidade de um trabalho especifico sobre nimeros racionais
e irracionais e, a partir deles, construir o conjunto dos numeros reais, ndo so
como a uniao dos racionais e irracionais, mas com a exploracao de propriedades
ligadas a expanséo decimal desses numeros, que possam conduzir a questao da
densidade e da completude, com énfase nesses dois tipos distintos de nameros,
que constituem o conjunto dos nameros reais e que preenchem toda a reta real
sem deixar nela “buracos”. Talvez, trabalhar as ideias de densidade e de infinito
possam contribuir para superar a circularidade com que o assunto é introduzido
no Ensino Médio, causa apontada por pesquisadores (BALDINO, 1994) para a
nao compreensdo dos numeros reais e que venham a enriquecer a imagem de
conceito dos aprendizes, fazendo-os compreender esse conjunto tdo importante e

gue € a base de varios assuntos de Matematica.
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