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Método de Newton para resolucao de sistemas nao lineares:

uma abordagem grafica no software GeoGebra

Newton method for solving nonlinear systems: a graphical approach to software
GeoGebra
Isaias Guilherme de Souza Boruch®

Dirceu Scaldelai?
Resumo

O presente trabalho busca apresentar um objeto de aprendizagem, implementado no
software GeoGebra, o qual possui por objetivo principal resolver sistemas de equacdes
nado lineares utilizando o método iterativo de Newton. O objeto enfatiza a visualizacao
gréfica da sequéncia de solugbes obtidas com a aplicagdo do método proposto, além do
comparativo entre as solucdes exatas e as decorrentes da aplicacdo do método. Sua
utilizacdo permite que verifiguem-se caracteristicas do método iterativo de Newton numa
abordagem grafica, proporcionando o ensino do método com maior clareza.

Palavras-chave: Sistemas de equag¢fes nao lineares. Método de Newton. GeoGebra.

Linha temética: Tecnologia Educacional.

1. Introducao

Na modelagem de problemas reais € comum que haja a necessidade de se
obter a solucdo de sistemas de equac¢fGes ndo lineares. Contudo, a resolucao
destes geralmente sO € viavel se realizada por um método iterativo e o método
mais conhecido e amplamente estudado para tal € o Método de Newton.

Quando o meétodo iterativo de Newton para resolucdo de sistemas nao
lineares € abordado nas disciplinas de calculo numérico, geralmente o professor
utiliza-se de exemplos de sistemas de ordem dois ou trés. Dessa forma, o apelo

gréafico pode ser utilizado como um intensificador no processo de compreenséao do
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algoritmo do método citado. Isso porque, segundo Barbosa (2009), podemos
considerar a abordagem visual de um conceito matematico como um novo modo,
ou estilo, de producdo do conhecimento.

Nesta perspectiva, com o0 presente trabalho busca-se apresentar o0s
resultados de um projeto de iniciagc&o cientifica, o qual tem como um dos objetivos
implementar no software GeoGebra o algoritmo do método iterativo de Newton
para solucdo de sistemas de equacfes nao lineares, afim de gerar um objeto de
aprendizagem denominado “Método iterativo de Newton para resolucdo de
sistemas néo lineares™. O objeto possibilita a visualizacdo grafica da sequéncia
de solugdes obtidas a cada iteragcdo do método proposto, bem como a bacia de
atracdo das raizes em determinada regido do plano xy e a comparagdo entre a
solucdo exata e a solucdo obtida a partir da aplicacdo do método. Tais
possibilidades permitem que se verifiquem caracteristicas do método iterativo de

Newton, tais como, por exemplo, sua natureza cadtica.

2. Tecnologias digitais e \visualizagcao: ferramentas

importantes no processo de ensino

No campo da educacdo matematica podemos definir visualizagdo como o
processo de formacdo de imagens, o qual pode ocorrer mentalmente, com lapis e
papel ou com o auxilio de tecnologias digitais, por exemplo. Segundo
Zimmermann e Cunningham (1991, apud FLORES, WAGNER e BURATTO, 2012,
p. 34) a formagdo dessas imagens é instrumento eficaz para a descoberta e
compreensdo da matematica. Além disso, tal acdo € a base para o
desenvolvimento inicial do pensamento matematico (Brasil, 1998).

Autores como Borba, Malheiros e Zulatto (2008) defendem que o uso de

tecnologias digitais, em especial o computador, auxiliam e potencializam o

% Referéncia. Disponivel no endereco: <https://www.geogebra.org/m/tnJCe6Bn>.
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processo de visualizacdo, uma vez que podem ser usados “para testar
conjecturas, para calcular e para decidir questbes que tem informacdes visuais
como ponto de partida”. (Borba, Malheiros e Zulatto, 2008, p.68).

Dessa forma, as tecnologias digitais sdo importantes ferramentas na
construcdo do conhecimento por parte dos alunos. (Bittar, Guimardes e
Vasconcellos, 2008). As diretrizes Curriculares do Estado do Parana também
defendem seu uso, visto que 0S mesmos:

[...] tem auxiliado estudantes e professores a visualizarem, generalizarem e
representarem o fazer matematico de uma maneira possivel de manipulacéo,
pois permitem construcdo, interacdo, trabalho colaborativo, processo de
descoberta de forma dinAmica e confronto entre teoria e pratica. (PARANA,
2006, p.44)

Uma das maneiras mais utilizadas por professores para incorporar as
tecnologias digitais em sala de aula € a utilizacdo de softwares. Farias (2007) nos
conta que a utlizacdo destes em um contexto educacional é de grande
importancia, visto que eles funcionam:

[...] como um importante auxilio em termos de ensino e aprendizagem em um
contexto educacional para o ensino da Matematica, possibilitando meios de
informagéo visual, simulagbes, nos quais (...) é possivel representar e
interagir com modelos cujo procedimento é por vezes complexo, 0 que seria
certamente dificil realiza-lo de madeira manipulativa. (FARIAS, 2007, p.52-
53).

Nessa perspectiva, podemos afirmar que o0s softwares educativos
assumem importante papel no processo de ensino-aprendizagem, visto que tal
tecnologia proporciona, além da visualizagdo, “a oportunidade de explorar ideias
matematicas, analisar exemplos e contra exemplos” (BORBA e VILLARREAL,
2005, apud FARIAS, 2007, p.60).

Tendo em vista o exposto, a visualizacdo e os softwares educativos
assumem importantes papeis nos procedimentos de constru¢cdo do conhecimento
matematico, formulacéo de conjecturas, analises de resultados e formalizacdo de

conceitos.
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Atualmente, um dos softwares educativos voltado a matematica que tem se
destacado por sua dinamicidade, facilidade de construcao de objetos e formas de

visualizacéao é o GeoGebra.

3. O software GeoGebra

O GeoGebra, aglutinacéo das palavras Geometria e Algebra, é um software
de Matematica dindmica, livre e gratuito, que combina algebra, graficos,
geometria, tabelas, calculos e estatistica. Foi desenvolvido por Markus
Hohenwarter principalmente para o ensino e aprendizagem de Mateméatica
(Procopio, 2011). O projeto se iniciou na Universidade de Salzburg e segue em
desenvolvimento na Florida Atlantic University, além de ser traduzido para
inmeros idiomas, inclusive o Portugués (Scaldelai, 2014).

O software permite a construcdo de pontos, vetores, segmentos, fungdes,
cbnicas e outros objetos matematicos, além de sua manipulacdo dinamica que
pode ser realizada, por exemplo, clicando-se nesses itens e arrastando-os para
qualquer posicado desejada (Pelli, 2014), ou ainda, alterando as coordenadas de
cada objeto.

As principais formas de visualizacdo disponiveis no software sdo a Janela
de Visualizagdo (onde sao exibidos elementos de duas dimensbes como retas,
curvas e graficos de funcdes de uma variavel), Janela 3D (onde séo exibidos
elementos de trés dimensbes, como planos, solidos geométricos e gréaficos de
funcdes de duas variaveis), Planilha de Calculos (onde podem ser explorados
dados e conceitos estatisticos), Janela CAS (que permite calculos numeéricos e
simbolicos) e Janela de Algebra (que proporciona, por exemplo, a visualizacdo de
coordenadas de pontos, equacdes e fung¢des). Procopio (2011, p. 69) nos diz que
“todas as representacbes do mesmo objeto estdo ligadas dinamicamente e
adaptam-se automaticamente as mudancas realizadas em qualquer delas,
independentemente da forma como esses objetos foram inicialmente criados.” A

figura 1 mostra as janelas de visualizagao do software:
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Figura 1: As formas de visualizag&o no software GeoGebra.
Fonte: Os autores.

4. Sistemas de equacoes nao lineares
Na modelagem de problemas reais € comum que haja a necessidade de se
obter a solucdo de sistemas de equacBes nao lineares. Segundo Ruggiero e

Lopes (1996), tais sistemas sdo definidos como o conjunto de equacdes

fi(xq, x5, o0, xy) =0
fobax2r02) =0, py = o)

fn(x1, %2, 0, %) =0

onde F = (f1, f2, -, fn) © f1 f2r -, fn S@0 funcdes ndo lineares de n variaveis, ou
seja, F(x) é uma funcéo vetorial com x € R™.

Determinar a solugéo de um sistema néo linear significa encontrar um vetor
x que satisfaz todas as equacgOes de (1) simultaneamente. Tal solugédo, caso

exista, € a interseccdo das superficies determinadas pelas fungbes f;. Segundo
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Souza (2015), raramente encontra-se a solucdo exata de sistemas de equagdes
ndo lineares e, em geral, s6 é possivel obter solu¢cdes aproximadas utilizando
métodos iterativos.

Os métodos iterativos podem ser considerados como métodos de
aproximacdes sucessivas, sendo que cada nova aproximacédo é obtida a partir da
aproximagdo anterior por meio de um algoritmo conhecido, de modo que se
pretende tornar cada vez menor o erro de aproximacao entre a solucdo gerada
pelas iteracdes e a solucéo real do problema.

Dessa forma, os métodos iterativos geram uma sequéncia de vetores solucdo
que em condicbes ideais convergem para uma das solucdes do sistema de
equacdes, caso ela exista.

O método iterativo mais conhecido e amplamente estudado para resolucao
de sistemas de equacfes nao lineares € o método de Newton, que consiste,
basicamente, em construir um modelo local linear, partindo das derivadas parciais

da funcao f; (Ruggiero e Lopes, 1996).

5. O Método iterativo de Newton para resolucao de sistemas

de equacoes nao lineares
De acordo com Ruggiero e Lopes, (1996), sendo x a solucdo do sistema nao
linear descrito em (1) e x* € R® uma aproximacao inicial de x, sabe-se que

Vx € R™ 3c; € R" de modo que:
fit) = () +Vfile)' (x —x")i=1,..,n )

sendo que Vf;(c;) é o vetor gradiente de f; no ponto c;, dado por:

dfi(c) afi(c) afi(ci)>f

) ey

0x; = 0x, 0x,

Vfi(c) = <

Aproximando Vf;(c;) por Vf;(x*),i = 1,...,n, temos um modelo local linear

para f;(x) em torno de x*. Dessa forma, (2) pode ser reescrito como:
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filed) = fil®) + V() (x —x¥)i=1,..,n ®3)

Considerando as n equacfes nao lineares definidas em (3), a unido destas
resulta no modelo local linear para F(x) em torno de x*, definido por:
F(x) =~ M = F(x®) + J(x*) (x — x*) (4)

sendo J(x*) matriz das derivadas parciais de F(x),denominada matriz Jacobiana,

definida por:
) AR
V() / 0x; 0xp
J(x*) = : = : :
rhG' ) |ah® 9K /
dx, dxy,

Dessa forma, a nova aproximacéo x**! da solucéo x serd o zero do modelo

local linear definido por (4). Portanto:
M, =0 J(x®)(x —x*) = —F(x") )
Sendo s* = x — x¥, onde s* ¢ a solucdo do sistema linear:
J(x*)s* = —F(x) (6)

Logo, a nova aproximacao de x sera:

xktl = xk 4 gk (7)

Tomando v = x**! — x* o método de Newton converge para uma solucéo x
se ||[7]| < &, com & sendo o erro de aproximacdo. Pode-se ainda verificar a
convergéncia avaliando se ||F(x)||l, for suficientemente proxima de zero, onde
IF (o = max;<icnlvil.

Dessa forma, método de Newton consiste, basicamente, na resolucdo dos

sistemas lineares decorrentes de (6) (Ruggiero e Lopes, 1996).
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6. O objeto de aprendizagem

Segundo Koper (2003, apud SABBATINI, 2012, p. 4), um objeto de
aprendizagem pode ser considerado como “qualquer recurso digital, reprodutivel
e ‘referenciavel’, utilizado em atividades de aprendizagem ou de apoio a
aprendizagem, disponivel para que outras pessoas o utilizem”. Sendo assim, a
construcdo do objeto de aprendizagem “Método iterativo de Newton para
resolucdo de sistemas ndo lineares” se deu com intuito de oferecer a seu
operador a visualizacdo do comportamento do vetor solugdo gerado pelo método
de Newton para resolucéo de sistemas de equacdes néo lineares de ordem 2x2.
Para tal, criou-se a ferramenta denominada “Sistemas N&o Lineares”, a qual
calcula o valor numérico da matriz Jacobiana das fungées f; no ponto x*, resolve
o sistema linear definido por (6) pelo método da multiplicacdo pela matriz inversa
de J(x*), calcula a solucdo x**! definida por (7) e gera a sequéncia de vetores
solucdo do método.

O software foi programado para que represente as equacdes do sistema no
Plano Cartesiano e marque as intersecfes entre as curvas formadas, ou seja,
represente as solucdes exatas do sistema. Assim, é possivel verificar se a
sequéncia de vetores solucdo gerada converge ou nao para uma das solucdes
exatas do sistema. Outra possibilidade € a comparacao entre a solucdo gerada
pelo método iterativo e a solucéo exata.

Além da visualizacdo da sequéncia de vetores solucdo gerada pelo
meétodo, o objeto também permite a visualizacdo do conjunto de pontos, que
sendo considerados como aproximacgao inicial, convergem para determinada
solugdo. O conjunto de tais pontos € denominado bacia de atragéo das raizes e,
no objeto, é delimitado por uma regi&o retangular do plano xy.

O objeto permite alterar o sistema de equacgles, a estimativa inicial de
solucéo do problema, a regido da bacia de atracéo, o incremento dos pontos da
bacia de atracdo e o erro de aproximacéo considerado aceitavel, possibilidades

gue conferem dinamicidade ao objeto.
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A figura 2 mostra a sequéncia de vetores solucédo do sistema nao linear

{3x2+y2—6=0 (8)
5x3+y3—-11=0

com estimativa inicial de solucdo x = (2.5,0.5) e a bacia de atracdo de suas
raizes, considerando a regido do plano xy: S ={(x,y)v—-25<x<25,-25<
y < 2.5}

Bacia de
atracio

A Sequéncia de vetores

solucio

Aproximagdo Inicial

Figura 2: Sequéncia de vetores solugéo e bacia de atracdo no software GeoGebra.
Fonte: Os autores.

7. Discussao

O objeto apresenta caracteristicas as quais permitem gque o mesmo torne-
se uma ferramenta eficaz para seu operador na formulacdo de conjecturas e
fixacdo de conceitos relacionados ao método iterativo de Newton, visto que a
visualizagao por ele proporcionada pode tornar-se grande aliada no processo de
ensino e aprendizagem. No entanto, cabe ressaltar que o objeto resolve sistemas
de equacbGes de ordem 2x2, limitandox € R?. Isso, pois, 0 processo de
visualizacdo da sequéncia de vetores solugcédo e, principalmente, da bacia de
atracdo das raizes é complexo quando utilizamos x € R3 e impossivel quando

consideramos dimensdes maiores do que trés, sendo estas limita¢cdes do objeto.
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Ao gerar no objeto a bacia de atracao das raizes de um sistema néo linear
€ possivel observar que podem existir pontos os quais, quando utilizados como
aproximacao inicial da solucdo do sistema, ndo convergem para as solucdes
exatas ou ndao atendem a precisdo desejada. Tais pontos ndo séo representados
no conjunto bacia de atragdo, fazendo com que existam espacgos vazios no
conjunto, o que pode ser verificado na figura 2. Dessa forma, € possivel concluir
gue a escolha da aproximacé&o inicial interfere na convergéncia do método.

Autores como Souza (2015) e Santos (1993) afirmam que para a sequéncia
de vetores solucdo convergir para determinada raiz do sistema basta que a
estimativa inicial esteja suficientemente préxima a esta raiz. Contudo, ndo ha
especificacdes sobre o qudo préxima da raiz deva estar tal estimativa para que
haja a convergéncia. Considerando o exposto, o objeto permite, por meio da bacia
de atracdo, que se visualize o fato de ndo ser possivel realizar tal especificacao,
visto que a proximidade entre estimativa inicial e a raiz exata ndo garante sequer
a convergéncia do método para uma das solu¢cdes. Também € possivel observar
gue quando h& a convergéncia para uma das raizes, nem sempre essa € a que se
encontra mais proxima da estimativa inicial. Tal fato também pode ser observado
na figura 2.

Considerando os fatos acima citados e a dinamicidade que o objeto oferece
a seu operador, sua utilizacdo permite que se verifique a natureza cadtica do
método iterativo de Newton citada por Santos (1993), uma vez que uma pequena
alteracdo em um parametro da estimativa inicial pode mudar completamente o
resultado final da aplicagdo do método. Tal verificacdo € possivel principalmente
ao se construir a bacia de atracéo das raizes do sistema de equacdes.

Outra caracteristica relacionada ao método iterativo de Newton é a de que
gquando o método apresenta convergéncia para uma das raizes, esta obedece
taxa quadratica (Ruggiero e Lopes, 1996). Tal caracteristica € nitida ao se

observar a sequéncia de vetores solucéo gerada no objeto pelo método.
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8. Consideracoes finais

Durante a apresentacdo de consideracdes sobre o uso das tecnologias
digitais e a visualizacdo no processo de ensino tornou-se evidente a importancia
da utilizacdo dos mesmos em um contexto escolar, visto que, entre outras
contribuicbes, 0s mesmos auxiliam na compreensdo e construgcdo do
conhecimento matematico.

Entre as véarias formas de se utilizar as tecnologias digitais em sala de aula,
uma das que tem se destacado é a por meio de softwares educativos, pois 0s
mesmos oferecem, além da visualizacdo de objetos mateméaticos e processos, a
possibilidade de comparacado e analise de resultados, formulacdo de conjecturas
e formalizacédo de conceitos.

Ao avaliarmos os softwares educativos de matematica, o GeoGebra tem se
destacado por sua dinamicidade e facilidade de construcdo, além de ser um
software livre e gratuito. Dessa forma, 0 mesmo apresentou-se como ideal para a
construcdo do objeto de aprendizagem proposto.

A principal caracteristica do objeto construido esta relacionada a
dinamicidade ofertada a seu operador e, mesmo existindo limitagdes do objeto no
que diz respeito a visualizacdo, tal caracteristica permite que se verifiguem
particularidades do método de Newton para resolucdo de sistemas nédo lineares,
como, por exemplo, sua natureza cadtica.

Por final, cabe ressaltar que o objeto sera utilizado com académicos do
curso de licenciatura em Matematica durante aulas de célculo numérico, com
intuito de se verificar a efetividade de suas potencialidades no processo de

ensino-aprendizagem.
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