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Resumo

Os processos de ensino e aprendizagem da mateméatica podem se beneficiar dos
avangos tecnolégicos. Dentre as diversas tecnologias trazemos nesse artigo as
potencialidades do GeoGebra e da impressora 3D para abordar o volume da esfera por
meio do principio de Cavalieri, tanto no Ensino Basico quanto no Superior.

Palavras-chave: Volume da esfera. Principio de Cavalieri. Impressora 3D. GeoGebra.

Linha Temética: Tecnologia Educacional.

1 Introducao

Ha tempos matematicos estudam a esfera e suas propriedades.
Arquimedes (287-212 a.C.) foi um dos primeiros a deduzir o seu volume. No
século XVII, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) estabeleceu um método para
determinar volumes (e areas) conhecido como principio de Cavalieri e, no século
XIX, Bernard Riemann (1826-1866), prop6s as somas de Riemann e a integral de
Riemann, pelos quais também pode-se obter uma expressdo para o célculo do
volume da esfera (EVES, 2004).
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De acordo Knill e Slavkovsk (2013), boa parte do sucesso de Arquimedes,
na Matematica, pode ser atribuido ao fato de que ele perseguia métodos e
solucbes a partir de construcdes mecanicas, ou seja, buscava resolver o0s
problemas de forma préatica antes de propor demonstracdes tedricas. Slavkovsky
(2012) enfatiza que, hoje, Arquimedes seria um grande fa das impressoras 3D,
pelas potencialidades oferecidas por essa tecnologia nas construcdes fisicas de
objetos.

Apesar da impressdo 3D ser uma tecnologia recente, se comparada aos
métodos gregos, a representacdo de objetos 3D ndo € privilégio dos tempos
atuais conforme exemplifica SLAVKOVSKY (2012, p. 4, tradu¢do nossa):

Educadores tém usado modelos tridimensionais elaborados com diferentes
materiais por séculos. Por exemplo, a traducdo para o inglés de Sir Henry
Billingsley de Os Elementos de Euclides inclui objetos dobrados feitos de
papel para auxiliar na demonstracdo de objetos tridimensionais.

No que diz respeito aos objetos tridimensionais, estamos propondo
explorar o volume da esfera, resgatando as contribuicées historicas e utilizando
as tecnologias atuais. Assim, abordamos o volume da esfera usando o principio
de Cavalieri que pode ser explorado tanto no Ensino Basico quanto no Superior.

2 Contexto historico

Bonaventura Cavalieri nasceu em 1598 em Mildo na Italia, foi membro de
uma ordem religiosa (0s jesuados) aos quinze anos de idade. Cavalieri tornou-se
aluno de Galileu e mais tarde professor de matematica na Universidade de
Bolonha de 1629 até 1647, ano de sua morte (EVES, 2004).

Em 1635 Cavalieri apresentou a primeira versdo do livio Geometria
indivisibilibus continuorum em que apresenta sua teoria dos indivisiveis, Eves
(2004) diz que o método de Cavalieri tem raizes que remontam a Demdcrito (460-
370 a.C.) e Arquimedes, mas sua motivacao direta seja, talvez, as tentativas de
Kepler (1571-1630) de encontrar certas areas e volumes.

Segundo Eves, os principios de Cavalieri sdo assim enunciados:
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1. Se duas porc¢des planas séo tais que toda reta secante a elas e paralela a
uma reta dada determina nas porcdes segmentos de reta cuja razdo é
constante, entdo a razdo entre as areas dessas porgcdes € a mesma
constante.

2. Se dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um
plano dado determina nos sélidos seccfes cuja razdo € constante, entdo a
razdo entre os volumes desses sdélidos € a mesma constante. (EVES, 2004,
p. 426)

Numa linguagem mais simples, o principio de Cavalieri, para o volume, diz
que dois sdélidos com mesma altura terdo o mesmo volume, se as se¢des planas

numa mesma altura tém a mesma area, como ilustra a Figura 1.

m

" : : AA@
£ g g

e
0

e

m
r/zs/mt
Figura 1: Principio de Cavalieri. Fonte: WEIGEL, 2010.

Segundo Boyer (1993) as definicbes feitas por Cavalieri ndo foram
utilizadas em suas pesquisas de astronomia e éptica, porém, ele se antecipou ao
Célculo Integral que seria usado muito depois, pois, “ele dividia uma area ou um
volume em um namero finito de porgbes n, e entdo fazia n tender ao infinito.”
(BOYER, 1993, p. 35). Esses principios podem ser explorados atualmente na
abordagem de areas e volumes, tanto no Ensino Basico quanto no Superior. Aqui,

exploraremos esse principio no calculo do volume da esfera.
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3 O principio de Cavalieri no calculo do volume da esfera

Para determinar o volume da esfera vamos construir um sdlido que
satisfaca o principio de Cavalieri e cujo volume seja conhecido. Considere um
cilindro equilatero com raio da base R e seja S o ponto médio do eixo do cilindro.
Seja ainda um cone de duas folhas cujas bases sé&o as bases do cilindro e S
como veértice comum. Esse cone € chamado clépsidra e o solido que esta dentro
do cilindro e fora da clépsidra é chamado chamada anticlépsidra e esta

representada na Figura 2.
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Figura 2: Anticlépsidra. Fonte: producéo dos autores, 2016.

Vamos mostrar que a anticlépsidra, formada a partir do cone de raio e
altura R, e a esfera, de raio R, cortadas a uma mesma altura h, como ilustra a
Figura 3, tem secdes de mesma area e entdo, pelo principio de Cavalieri,

chegaremos ao volume da esfera a partir do volume da anticlépsidra.
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Figura 3: Corte em uma altura h. Fonte: producéo dos autores, 2016.

Da geometria plana, temos que a area do circulo € dada por A(c) = nr?,
assim utilizando a relacdo de Pitdgoras obtemos a relagéo para o raio da secdo N
da esfera

r?>=R?— h°

Logo, a area da secéo esférica é:

A(c) = m(R? — b

Agora, para a area da secdo da anticlépsidra, temos a area de uma coroa
circular, que é dada pela diferenca das areas dos circulos maior M e menor m,

A(a) = mR? — mh?, como ilustra a Figura 4.

Figura 4: Coroa Circular. Fonte: producéo dos autores, 2016.

Il Colbeduca — 5 e 6 de setembro de 2016 — Joinville,SC, Brasil
689



Lol UDESC
UNIVERSIDADE
. DO ESTADO DE
SANTA CATARINA

coléquio Luso-Brasileiro de Educacao

g’;% B

Universidade do Minho

Como as areas das secdes da esfera e da anticlépsidra sdo equivalentes
em qualquer altura, entdo, pelo principio de Cavalieri, os solidos tém o mesmo

volume.

4 Modelo impresso na Impressora 3D

Na nossa instituicdo temos a impressora Cliever CL1> de fabricacéo
nacional que usa o polimero PLA (poliacido lactico). Essa é uma impressora de
custo relativamente baixo, de uso facil e tem o software proéprio, Cliever Studio,
que faz a comunicacdo entre a impressora e o computador. Ela foi adquirida pelo
grupo de pesquisa PEMSA® com o objetivo de produzir materiais para o Ensino
Bésico e Superior. Nesse trabalho apresentamos uma esfera e uma anticlépsidra
cortadas por um plano (conforme Figura 5) modeladas para auxiliar explorar a
demonstracdo do volume da esfera usando o principio de Cavalieri no Ensino
Basico e Superior. Os sélidos utilizados nesse trabalho, pelas suas
caracteristicas, foram todos gerados como sélidos de revolugdo, utilizando-se,
inicialmente, um desenho feito no AutoCad 2D e transformando-o em um desenho
tridimensional, a partir da rotacdo em torno de um eixo vertical, utilizando os
recursos de modelagem 3D do AutoCad’.

Slavkovsky (2012) explora os beneficios do uso da impressora 3D nas
salas de aula de matematica, destacando a possibilidade da manipulagéo téatil do
objeto fisico, o estimulo no aprendizado de novos recursos tecnolégicos e na
disponbilidade de inumeros objetos modelados gratuitos disponiveis para
download na internet, os quais podem ser utilizados e/ou adaptados nos
processos de ensino e aprendizagem.

Apostando nos beneficios das tecnologias 3D nos processos de ensino e

aprendizagem, esperamos que essa maquete possibilite explorar o principio de

> http://www.cliever.com.br/produto/impressora-3d-cliever-cl1-1
® Grupo de Pesquisa em Educacédo Matemaética e Sistemas Aplicados ao Ensino
" http://lwww.autodesk.com/products/3ds-max/
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Cavalieri em sala de aula para um ensino diferenciado do volume da esfera,
tornando o conteudo mais intuitivo e tatil. Nossa proposta € que os alunos
possam verificar as hipéteses do principio de Cavalieri manipulando os objetos

impressos e calculando as areas das secoes.

<O e

Figura7: Anticlépsidra e esfera seccionadas. Fonte: Producao dos autores, 2016.

Para utilizar a maquete impressa e calcular a area das secdes, precisamos
de algumas nocbes béasicas uma delas é encontrar o centro de uma
circunferéncia. O Quadro 1 descreve 0 passo a passo dessa tarefa.

Quadro 1: Como encontrar o centro de uma circunferéncia.

Passo a passo llustracéo

1. Marcamos trés pontos A, B e C na

circunferéncia.
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2. Tracamos os segmentos AB e BC B

3. Tracamos as mediatrizes de AB e BC.
O ponto de intersecdo dessas retas € 0

centro O da circunferéncia.

Fonte: producgéo do autor, 2016.

Agora precisamos medir 0s raios das circunferéncias: no nosSso caso 0 raio
da secdo da esfera € R= 4,72 cm, o0 raio do circulo maior da secdo da
anticlépsidra € r= 6 cm e o raio do circulo menor é h= 3,7 cm.

Entdo, pela relacdo obtida na secdo 2, temos que a area do circulo da
secao da esfera é:

A(c) = m* 4,72% = 22,2784 cm?
e a area da coroa circular da anticlépsidra é:
A(a) =m*6% —m+*3,7% = 22,31m cm?.

Observamos que as areas das se¢fes sado aproximadamente iguais e,
pelo principio de Cavalieri, seus volumes também serdo iguais.
Experimentalmente trabalhamos com resultados aproximados, visto que podem
ocorrer erros de precisao dos equipamentos de medida e contracdo dos materiais.

Como o modelo 3D é estatico, podemos verificar a validade do principio
de Cavalieri em apenas um corte estabelecido na hora da impressdo do modelo,

assim essa € uma das limitagcbes da tecnologia da impressdao 3D. Assim, para
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complementar construimos o modelo também no GeoGebra que possibilita

explorar e simular dinamicamente o modelo.

5 Principio de Cavalieri no Geogebra

A limitacdo da maquete fisica nos motivou a implementar um objeto de
aprendizagem (OA)® no GeoGebra que permite verificar as hipéteses do principio
de Cavalieri numa esfera de raio R e uma anticlépsidra de raio R e altura 2R, com
R variando no intervalo de zero até cinco. A dindmica do GeoGebra possibilita
uma visualizacdo diferenciada do problema, conectando as representacdes
graficas e numéricas ilustrando que as areas sdo equivalentes, independente do
R e da altura h que tomemos.

O objeto construido é de facil manipulacdo, bastando mover o controle
deslizante h, visualizando as areas equivalentes das sec¢cfes. Quando o controle
deslizante R é movido, o tamanho dos nossos solidos é alterado, mostrando que
nao importa o tamanho da esfera e da anticlépsidra, o principio de Cavalieri é

valido, como ilustrado nas Figuras 6 e 7.

8 Adaptado de THAYNAN e CUNHA, (2015).
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Volume da esfera

R=5 r
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%

n=~4.14
Areal = R° ~ 78.54
Area2 = mr’ ~ 24.63
Aread = wn® =~ 53.91

Aread Areal Area2 =~ 53.91

Ves fera = Veilindro — 2(Veone)

Vesf = 7R%.2R — 2(% 7R%R)

4
7R}

g 2 i
s f= 3 _— 3 =
Vesf=2nR 3 TR 3

4
Ves fera = 3 mR?

Figura 6: Principio de Cavalieri com R=5. Fonte: produg¢é&o dos autores, 2016.

Volume da esfera

R=3 r=16 na~2.54
& v Areal = nR* =~ 28.27
' \
' ! \ Area2 =mr® ~ 8.04
' ! \
! ! X Aread =an® = 20.23
P i tread = Areal — Area2 ~ 20.23
! | ! Aread = Areal — Area2 ~ 20.23
i ! |
1
RSN Prom— ge=a i
2% \ B L
! ! T ' . i
Ves fera = Veilindro — 2(Veone)
1
Vesf = 7R%.2R — 23 7R2R)

g D s Y oo
Vesf=2wR® — Z7R® = - 7R?
A R=3 3 3

S
Ves fera = 3 R3

Figura 7: Principio de Cavalieri com R=3. Fonte: produ¢&o dos autores, 2016.
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6 Consideragoes finais

Com esses dois objetos, a maquete impressa na impressora 3D e 0 objeto
de aprendizagem implementado no GeoGebra, podemos mostrar aos alunos
como chegar ao volume de uma esfera utilizando o principio de Cavalieri, de uma
maneira que pode ser muito construtiva e interessante, pois possibilita ao
professor abordar um modelo estético e fisico que mostra a realidade do
problema e um modelo dindmico e computacional que mostra o principio de
Cavalieri em muitas esferas.

A utilizacdo da impressao 3D na construcao fisica de objetos matematicos
e das potencialidades dinamicas do GeoGebra, apresenta-se como uma
possibilidade de inovacdo bastante promissora a ser utilizada nos processos de
ensino e aprendizagem de disciplinas que exigem representacbes graficas
tridimensionais, tais como Geometria, Geometria Analitica e Célculo.

A existéncia de inUmeros objetos gratuitos disponiveis para download na
internet, como por exemplo o site Thingiverse® e o férum do GeoGebra'® também
é facilitador para docentes e discentes que podem propor aplicacdes em sala de

aula, utilizando e ou adaptando tais objetos.

Agradecimentos

Os autores agradecem a FAPESC - Fundacdo de Amparo a Pesquisa e
Inovacdo do Estado de Santa Catarina pelo apoio financeiro, ao Grupo de
Pesquisa PEMSA - Grupo de Pesquisa em Educacdo Matematica e Sistemas

Aplicados ao Ensino e a UDESC pelas bolsas de iniciacao cientifica.

® http://www.thingiverse.com/
19 https://www.geogebra.org/materials/

Il Colbeduca — 5 e 6 de setembro de 2016 — Joinville,SC, Brasil
695



e} UDESC
UNIVERSIDADE

® DO ESTADO DE

c 0 n “ c n o
N
45 \

Téquio Luso-Brasileiro de Educacao

Universidade do Minho

Referéncias

BOYER, Carl B. Historia da matematica. Revista por Uta C. Merzbach; traducéo Elza F.
Gomide - 2a ed. - Sado Paulo: Blicher, 1996.

BOYER, Carl B. Topicos de Histdria da Matematica para uso em sala de aula: calculo,
traducao Hygino H. Domingues. S&o Paulo: Atual editora LTDA, 1993.

EVES, Howard. Introducéo a Histéria da Matemaética, traducdo Higyno H. Domingues,
Campinas: Editora da UNICAMP, 2004.

KNILL, Oliver & SLAVKOVSKY, Elizabeth. Thinking like Archimedes with a 3D printer.

Harvard University, 2013. Disponivel em: <
http://www.math.harvard.edu/~knill/3dprinter/documents/paper.pdf>. Acesso em
30/09/2016.

LIMA, Francisco do Nascimento. Estudo sobre o calculo de areas e volumes
utilizando o método de exaustdo e o principio de Cavalieri (Trabalho de Conclusao
de Curso). Jodo Pessoa: Universidade Federal da Paraiba, 2013.

LULA, Kariton Pereira. Aplica¢c8es do principio de Cavalieri ao calculo de volumes e
areas (Dissertacdo) Goiania: Universidade Federal de Goias, 2013.

MEDEIROS, Leonardo Andrade. Area e volume da esfera (Dissertac&o). Natal:
Universidade Federal do Rio Grande do Norte, 2014.

SLAVKOVSKY, Elizabeth Ann. Feasibility Study For Teaching Geometry and Other
Topics Using Three-Dimensional Printers (A Thesis in the Field of Mathematics for
Teaching for the Degree of Master of Liberal Arts in Extension Studies). Cambridge:
Harvard University, 2012.

WEIGEL, Mauro. Bonaventura Cavalieri. Portal da matematica, 2010. Disponivel em:
<http://mauroweigel.blogspot.com.br/2010/08/bonaventura-cavalieri.html>Acesso em:
20/04/2016.

Il Colbeduca — 5 e 6 de setembro de 2016 — Joinville,SC, Brasil
696



